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BLOCK 1

Infor derivata

Innehall:

Funktionslara
Polynomfunktioner
Faktorisering

Rationella uttryck
Rationella ekvationer
Gransvarden och funktioner
Matematiska gransvarden



Lektion 1: Funktionslara

I denna lektion ska vi repetera funktionslaran som hanterar notationen f(x)‘ Vi kommer dven att fokusera pa vissa typer av
uppgifter som ar relevanta for framtida uppgifter och ur man kan hantera dessa. Vi gar dver till vara exempel direkt.

Exempel 1) Berdkna funktionen f(x):f,_zx, c¢) Denna kan vi [6sa pa tva satt. Forst |oser vi allt pa
en och samma rad. | taljaren satter viin x=4 och i
a) Berakna f(—3) namnaren satter vi in x=—1 i ndmnaren i funktionen.
b) Lés ekvationen f(x)=—4 f4)  6-2.4 2 1
c) Berdkna f4) =) 6-2(-1) 8 5
f(=1)
d) Bestam f(x+h) Ett problem med satt ar att det kan bli kladdigt. Darfor

kan det rekommenderas att hantera namnaren och
taljaren separat.
Losning:
f(4):6—2~4:—2
a) Vi satter in x=—3 i f(x)=6—2x.
f(—1)=6-2-(-1)=8
f(—3)=6—2~(—3):12
Dividera f(4) med f(—1) och vi far

Svar: f(—3)=12 £(4) 2 1
b) Med f(x)=—4 innebér att y=—4 och soker x. fE) 8 4
Vi skapar ekvationen ( ) 1
Svar =——
f(—‘l) 4
6—2x=—14
_92x=—10 d) Det som menas med f(x+h) innebar &r x ska
ersattas med x+h.
X=5
f(x+h)=6—2-(x-+h)= 6—2x—2h
Svar: x=5
Svar: f(x+h)= 6—2x—2h
Exempel 2) Berékna g(x):xz—‘l, och bestdm b) Vi berdknar faktorerna separat.
a)9(2)+g(-2) g(-3)=(-3)"-1=8
b)g(=3)-g{4) )
c) g(x+h) g(4)=4"-1=15
d) g(x)=24
g(—3)-g(4)=8-15=120
Losning:
Svar: g(—3)-g(4)=120
a) Vi berdknar termerna separat. c)
g(2)=2?-1=3 g(x+h)=(x+h)’=1= x> +2xh+h*-1
9(-2)=(-2)*-1=3 Svar: g(x+h)= x*+2xh+h’—1
9(2)+9(-2)=3+3=6 d)
Svar: g(2)+g(—2)=6 xX*—1=24
x’=25 Ta kvadratroten ur bada sidorna.
=2

Svar: x,=—5 och x,=5.



Uppgifterna som handlar om f(X+h) ar typer av uppgifter som kommer att hanteras mer och mer. Det &r viktigt att fundera pa vad
som hander da vi byter ut x mot x+h och inte bara adderar funktionen med ett h. Nedan visar vi vad som ér ratt och vad som &r fel

for funktionen f(x)=x"—2x och vi soker f(x+h).
1) Rétt: f(x+h)=(x-+h)*—2(x+h)=x+2xh+h*—2x—2h

2) Fel: f(x+h)=x"-2x+h

| forsta raden ser vi att vi byter ut x mot x+h medan i rad 2 s& adderar vi bara h i slutet vilket ar inkorrekt.

Exempel 3) For funktionen f(x)=x"—2x, bestam

Losning:

a) Vi behover ocksa hantera olika typer av ekvationer
som kan uppsta.

xX*—2x=0 Har kan vi faktorisera och anvanda
nollproduktsmetoden.

X(x—2)=0 Med nollproduktsmetoden f&r vi

Svar: x,=0 och x,=2.

f(2)=2"-2.2=0
f(=3)—f(2)=15-0=15
Svar: f(—3)—f(2)=15

Exempel 5) For funktionen f(x)=g(x)h(x), dar g(x)=x*-2 och
h(x)=3—2x. Bestam f(—4).

Losning: For att fa forstaelse om vad som ska goras
kan vi borja med att satta in x=—4i f(x).

f(=4)=g(=4)h(-4)

Vi behdver allts berdkna g(—4) och h(—4).
g(—4)=(-4)’—2=14
h(-4)=3-2-(-4)=11
f(—4)=g(-4)h(—4)=14-11=154

Svar: f(—4)=154

Exempel 4) For funktionen g(x)=x’-1, bestam

g(x+h)—g(x)
-~
Losning: Vi skriver upp bada termerna.

g(x)=x*~1

g(x+h)=(x+h)*—1= x*+2xh+h*~1

Vi satter in detta i uttrycket ovan.

g(x+h)—g(x) x2+2xh+h2—1—(x2—1)
h B h

X2 +2xh+h* =1-x*+1_ 2xh+h?
B h - h

_ h(2x +h)

=2x+h
A X+

Svar:w: 2x+h



Lektion 1: Uppgifter

U1

101

102

103

104

Uppvarmning

Los foljande uppgifter:

a)  Omf(x)=x",bestam f(2).

b)  Om f(x)=x’ bestdm f(—1).

c)  Om f(x)=x"—x, bestam f(2).

d)  Omf(x)=2-3x* bestam f(2).

e)  Omf(x)=3x—2, bestam f(2)—f(4).
2

) omf(x) :%, bestam f(2)+(1).

g)  Omf(x)=x+x" bestam f(2)+f(3).

h)  Om f(x)=—x"-1, bestam f(1)—f(0).

Grundlaggande

Om f(x)=3x+3, bestam

a)  f(x+h) b) %
o) f(x)=0

Om f(x) =2x+x’, bestam

a) f(-2) b) %

o f(-3) d) f(x)=0
Om f(x)=1-x’, bestam

a) f(x)=0 b)  f(3)-f(0)
o flx)=-3 d f-2)
Bestam f(x-+h) om

a)  flx)=2x b)  flx)=x
o) fx)=2x+x"

105

106

107

108

109

110

111

112

113

Avancerat
Om f(x) =4x+3 och g(x)=—x’, bestam
a)  f(x)—g(x)=0 b)  f(x)-g(x)

Bestam h(—2) om h(x) =f(x)+g(x) dar f(x)=3x"—1 och
g(x)=—x".

Om f(x) =—x*+1 och g(x) =2x, bestam
a)  f(1)-g(-1) b)  g(x)*—f(x)

Bestam f(x)-g(x)-h(x) om f(x)=x+1, g(x)=—x—1 och
h(x)=2x-1.

Fordjupning

2
X+1

Bestam f(—2) om f(x)= dar h(x)=

:
h(x)-g(x)

och g(x)=x".

Bestam f(0) om f(x)=

-h(x) dar g(x)=1,5"
och h(x)=2+x.

Om h(x)=f(x)"—g(x) dar f(x) :% och g(x)=x, bestam

a)  h(x+1) b)  h(x+a)
¢ h(2)-h(1)

f(x+h)—f

Bestam g(x) om g(x) :f—(x) dar f(x) =x"+1

och forkorta.

For f(x) galler att f(x+1)=2x—4.
a) Bestamf(2).
b)  Bestam f(x).



Lektion 2: Polynomfunktioner

Viborjar med att lista upp de typer av funktioner vi har arbetat med hittills.

1) Linjar funktion: f(x)=kx-+m

2) Andragradsfunktion: f(x)=ax’+bx+c
3) Exponentialfunktion: f(x)=Ca*

4) Potensfunktion: f(x)=Cx"

Den linjéara funktionen och andragradsfunktionen &r tva typer av funktioner som ligger under samma kategori. Dessa tva kallas
aven for polynom eller polynomfunktioner.
For att fortydliga vad ett polynom &r skriver upp ndgra exempel och dérefter en forklaring.

a) f(x)=5x"—2x
(x)=—5x>+5x"
(X)=2x"=2x"=77x*+1,3x"~7x—12
X)=(x"=3x)(x’+1)
y=2

O T

f
g
h(x)=
p =

)
)
)
d)
)

D

Det som gor att dessa kan kallas for polynom ar att varje term kan beskrivas av Cx® dar C ar en konstant och a noll eller ett positivt
heltal. Funktionen p(x) i detta fall kan multipliceras till p(x)=(x"—3x)(x+1)=x"—3x"+x’—3x och uppfyller villkoret.
Funktionen y=2 uppfyller ocksa villkoret d& man kan tanka sig att funktionen ar y=2x"=2, det vill sdga att exponenten ar noll.

En allméan beskrivning av ett polynom ges av p(x)=ax"+a, X" '+..+a,x’+ax+a, dara, a,_,...a, ar reella tal och n &r noll eller ett
positivt tal.

Exempel pd ndgra funktioner som inte &r polynom ar foljande:

f) f(x)=—x""-2x
g) f(x)=3x""+2x"+8
h) f(x)=x*—2x"4+3x"

Oavsett om det finns en eller fler termer i som uppfyller villkoret har samtliga funktioner &tminstone en term som inte uppfyller
villkoret och ar darmed inte ett polynom.

Né&r man talar om polynom &r det ocksa relevant att tala om dess grad. Samtliga polynom har en grad vilket ges av den storsta
exponenten hos polynomet. Vi anger graden hos funktionerna a-e nedan.

Har grad 2 da storsta exponenten ar 2.

)
b) g(x)=—5x>+5x" Har grad 7 d& storsta exponenten &r 7.
¢) h(X)=2x"—2x"=77x*+1,3x"~7x—12 Har grad 5 da storsta exponenten &r 5.
d) p(x)=(x*=3x) (x*+1)=x"-3x"+x"~3x Har grad 5, dé stdrsta exponenten blir 5 nar man utvecklar parentesen.
e)y=2 Har grad 0 da den saknar x-termer.

Vi skapar en ny funktion som &r y=f(x)g(x)=(5x"—2x)(—5x*+5x), vad blir graden for denna?

Vi kan multiplicera (5x”—2x)(—5x>+5x") som vanligt men vi vet att 5x” och 5x kommer att multipliceras med varandra och ge
termen 25x° vilket &r den storsta exponenten som vi kommer att erhalla. Darmed &r detta ett polynom av grad 9.

Rakneregeln for att multiplicera polynom med varandra ar foljande:

Om p(x)=f(x)g(x) &r grad(p(x))=grad(f(x))+grad(g(x)).

Vi hanterar nagra uppgifter.

Exempel 1) Bestdm graden hos p(x)=(x"—1)(x-+1). Exempel 2) Bestam graden hos p(x)=(x"~1)(x+1).

Losning: Vi gor detta genom att utveckla och forenkla.
p(x)=(x"=1)(x+1)=x>+x"—x—1

Svar: p(x) &rav grad 5.

Losning: Vi gor detta utan att utveckla och forenkla.
(x*~1) har grad 4.
(x-+1) har grad 1.

Vi adderar dessa grader enligt rékneregeln. 1+4=5.

Svar: p(x) &r av grad 5.
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Vi har tidigare ritat flera linjéra funktioner och andragradsfunktioner vilket ar polynom av grad 0, grad 1 och grad 2. Okas graden
kommer grafen fa ett annat utseende. Detta ska vi undersoka, nedan ser vi graferna till ndgra polynom som vi ska hantera.

4y y y
X X
Figur 1: Grad 0 Figur 2: Grad 1 Figur 3: Har en

vandpunkt,
darmed grad 2.

y y y
X X X

A A

Figur 4: Har tva Figur 5: Har en Figur 6: Har tva

vandpunkter, terrasspunkst, extrempunkter

darmed grad 3. darmed grad 3. ochen
terrasspunkst,

darmed grad 5.

Nedan kommer vi att beskriva ndgra regler for att bestdmma graden hos ett polynom. Dessa géller for alla polynom forutom
polynom av grad 0, som figur 1 visar.
For att bestdmma graden hos ett polynom vars graf ar ritad ska man leta efter foljande:

1) Alla polynom borjar med +1 i grad. OBS! Detta géller inte polynom av grad 0.

2) Antalet maximi- och minimipunkter. Raknas som +1 till graden.

3) Antalet terrasspunkter. Raknas som +2 till graden. Tittar man pa figur 3 och tanker att maximi- och minimipunkten
slds ihop, sé att punkterna hamnar pa varandra bildas det en terrasspunkt. Darfor betraktas den som +2 till graden.

4) Avsluta med att addera ihop punkt 1-3 for att ta reda pa graden.

Observera att vi bestammer graden utifrén vad vi ser av grafen. Vi vet ddremot inte om grafen vander ytterligare en gang till
utanfor figuren. Vi kan endast avgora den minsta mojliga graden.

Av avslutar med att hantera det som kallas for algebrans fundamentalsats som beskriver att antalet rotter till en ekvation ar lika
manga som graden hos ekvationen.

Detta innebar att polynomet p(x)=x’—4x-+5 har 2 nollstallen. Tittar vi dock p4 grafen till detta polynom ser vi inga nollstallen.

y Om vi tanker oss funktionen p(x)=x"—4x+5 och soker
nollstallen far vi ekvationen x*—4x+5=0. Vi I6ser denna med
pg-formeln.

X
x:—_?Ai /[_74]—5 =241
p(X)=x"—4x+5

Som vi ser saknar denna reella nollstéllen och detta ar svaret pa frdgan. Antalet nollstéllen hos ett polynom &r summan av de
reella och de icke-reella nollstallena. Polynomet p(x)=x"—4x+5 &r av grad 2 och har: 0 Reella nollstallen + 2 icke-reella nollstallen.

Vi tittar pa ett till exempel.



Exempel 3) | figuren nedan &r ett polynom av grad 3 ritad.

Bestam antalet reella och icke-reella nollstallen.

y

Detta kan aven goras algebraiskt.

Exempel 4) Bestam antalet reella och icke-reella nollstéllen till

ekvationerna nedan.

a) f(x)=(x+1)(x"~4)
b) g(x)=(x—3)(x+9)
©) h(x)=(x+1)*(x*~4)
d) p(x)=(x"=1)*(x"+4)?

Ldsning: | samtliga satter vi polynomet lika med O for
att undersoka antalet nollstallen.

a) Vi bestammer graden for f(x)=(x+1)(x’~4).
Forsta parentesen &r av grad 1, andra parentesen av
grad 2. Darmed &r f(x) av grad 14+2=3.
(x+1)(x*~4)=0  Anvand nollproduktsmetoden.
x+1=0 Ger x;=—1.

xX*—4=0 Ger x,=—2 och x,=2.

Antal reella nollstallen: 3

Antalet icke-reella nollstallen: 0

3+0=3 vilket ar ocksa graden hos polynomet.

Svar: 3 reellt nollstéalle och
0 icke-reella nollstallen.

b) Vi bestammer graden for g(x)=(x—3)(x"+9).
Forsta parentesen &r av grad 1, andra parentesen av
grad 2. Darmed ar g(x) av grad 1+2=3.
(x=3)(x*+9)=0  Anvand nollproduktsmetoden.
x—=3=0 Ger x,=3.

X*+9=0 Tva icke-reella nollstallen.

Antal reella nollstéllen: 1

Antalet icke-reella nollstallen: 2

14+2=3 vilket ar ocksa graden hos polynomet.

Svar: 3 reellt nollstalle och
0 icke-reella nollstallen.

Losning:
Figuren har endast 1 nollstalle. Vi listar upp detta.

Antal reella nollstallen: 1
Graden hos polynomet: 3
Antalet icke-reella nollstallen: 3—1=2

Svar: 1 reellt nollstalle och
2 icke-reella nollstallen.

¢) Vi bestdmmer graden for h(x)=(x+1)*(x’~4).

Vi skriver om funktionen
h(x)=(x+1)*(x*=4)= (x+1)(x+1)(x*~4)

Detta ger graden 1+1+2=4 eller sa kan man se det
som 1-2+2=4.

(x+1)*(x*~4)=0 Anvand nollproduktsmetoden.

x+1=0 Ger x,=—1. Men eftersom att det
finns tva av dessa raknas det som
tva rotter. Det vill saga att x,=—1.

x—4=0 Ger x,=—2 och x,=2.

Antal reella nollstallen: 4
Antalet icke-reella nollstallen: O
4+-0=4 vilket ar ocksa graden hos polynomet.

Svar: 4 reellt nollstalle och
0 icke-reella nollstallen.

d) Vi bestammer graden for p(x)=(x"—1)*(x*+4)".
Graden ar 2-3+2-2=10.

(x*=1)*(x*+4)?=0 Anvand nollproduktsmetoden.

x*—1=0 Ger x,,=%1. Men eftersom att vi
har tre av denna parentesen ger
detta 6 rotter.

X*+4=0 Tva icke-reella nollstallen. Men vi
har tva av denna parentesen. Detta
ger oss 4 icke-reella rotter.

Antal reella nollstallen: 6
Antalet icke-reella nollstallen: 4
6+4=10 vilket ar ocksa graden hos polynomet.

Svar: 6 reellt nollstalle och
4 icke-reella nollstallen.

Som avslutning ska det papekas att exempelvis har exempel 4 ¢) har faktorn (x+1 )Zsom hade nollstallet x,=—1. Men vi raknade
med den som tva nollstéllen. Det ar daremot endast ett nollstélle men med multiplicitet av tva. Alltsa har 4 c) egentligen endast 3
reella nollstallen (4 med multiplicitet) och 4 d) har 2 reella och 2 icke-reella nollstéllen (6 respektive 4 med multiplicitet).
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Lektion 2: Uppgifter

U2

201

202

203

Uppvarmning
Los foljande uppgifter:

a)  Bestdm polynomets grad: p(x) =x*4-x>+x+5

b)  Bestam polynomets grad: p(x)=5x"*
c =3x""—x"+5
d)  Bestdm polynomets grad: p(x)=x

(%)
()
) Bestam polynomets grad: p(x)
()
(%)

@D

) Bestdm polynomets grad: p(x)=3

—

) Bestam polynomets grad: p(x) =x>x*

g)  Grafen till polynomet p(x) &r ritad figuren nedan.

Bestam polynomets grad.
y

h)  Grafen till polynomet p(x) ar ritad figuren nedan.

Bestam antalet reella och imaginéra rotter for
polynomet.

Grundlaggande

Vilken eller vilka av funktionerna nedan ar ett polynom
samt avgor dess grad.

a)  p(x)=x"—x"+5-x"

O

)

) f(x)=x"-3x"+2

) 9()=(-5)(x"~x)
)

(0Pl cér () ch ) ar
deluppyift a) och c).

O

d

Bestdm graden hos f(x)-g(x) om f(x)=x>+5 och
g(x)=(x+3)(x*-1).

| figuren &t hoger ar tredje- Ay
gradspolynomet f(x) och
femtegradspolynomet g(x)
ritade. Bestam antalet reella
och imaginara rotter for
respektive polynom.

204

205

206

207

208

209

Torwald pastéar att detta tredjegradspolynom har tva
reella rotter och en imaginar rot. Avgor om han har ratt
eller fel.

V<

Bestam det minsta antalet maojliga grader pa polynomet

vars graf ar ritad i figuren nedan.

y

Avancerat
Betrakta polynomet p(x) = (x+2)*(x*+4)".
a)  Bestdm graden hos p(x).

b)  Bestdm antalet reella och imaginara rétter och
kontrollera med en grafritande minirdknare.

Om g(x) ar av grad 2 och h(x) &r av grad 3, bestam
graden hos f(x) om

a)  f(x)=g(x)-h(x) b)  f(x)=h(x)—g(x)
o f(x)=g(x)+h(x)

Betrakta polynomet p(x) = (x*—2)(x"—x*)+ x°.
a)  Bestdm antalet grader pa p(x).

b)  Om g(x)=—x""+x°, bestam graden pa uttrycket
p(x)+q(x)-

| figuren nedan ér ett polynom av grad sex inritad.

Bestam antalet imaginara och reella rotter. OBS! Titta pd

grafen noggrant.



210

211

212

Férdjupning

For p(x)=(x+a)’(x’+2a)°, bestam antalet reella rotter
om

a) a>0 b) a<0

| figuren nedan &r ett fjardegradspolynom p(x) ritad.
Bestam antalet reella rotter pé p(x) och redovisa
samtliga fall.

Aky

]

101+

Om f(x)=ax"+bx och g(x) =cx"—dx dar n &r ett positivt
heltal, bestam grad pa foljande

a)  f(x)+g(x) dara=—coch b=d.
b)  f(x)+g(x) ddra=—cochb=2d.
9 )

§ gl

& 1l

13
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Lektion 3: Faktorisering

| denna lektion ska vi repetera faktorisering. Vi har tidigare haft fokus pad tvd metoder och lite kort med en tredje metod. Vi skriver
upp dessa och sedan formlerna under. Darefter ska vi anvanda nollstallena till ett polynom for att skissa dess graf.
Viska 1) bryta ut gemensamm faktor, 2) faktorisera med hjélp av konjugat- och kvadreringsreglerna och 3) faktorisera med hjélp

av ekvationens rotter, specifikt med hjalp av pg-formeln.

Vi borjar med att hantera exempel som passar in i punkt 1 och 2.

Exempel 1) Faktorisera foljande funktioner.

Losning:
a) Vi bryter ut stérsta gemensamma faktor.
f(x)=10x*~15x"

5:an och tva x ar
gemensamma faktorer.

f(x)=2-5:x-x—3-5:x-x-X

f(x)=5-x-x-(2—3x)
f(x)=5x*(2—3x)
Svar: f(x)=5x*(2—3x)

b) Samma galler for denna, men denna gang "ser vi"
vad som ar gemensam faktor.

g(x)=4x’-12x  Béda termerna kan divideras med

en 4 och ett x. Detta kan vi bryta ut.

g(x)=4x(x-3)

Svar: g(x)=4x(x—3)

c) | denna uppgift ska vi anvanda forsta
kvadreringsregeln.

Samtliga termer ar positiva och
skriver vi om sista termen till 3 ser
vi att denna passar in i forsta
kvadreringsregeln.

h(x)=x*+6x+9

h(x)=x’+6x+3”  Utifran regeln &r a=x och b=3.

Sattin detta i (a-+b)’=a’+2ab+b”.
h(x)=(x+3) Vi kontrollerar att detta stammer.
h(x)=(x+3)
h(x)=x*+2x3+3
h(x)=x’+6x+9  Stammer!

Svar: h(x)=(x+3)°

d) | denna ska vi anvanda konjugatregeln. Men man
ska alltid borja med att se om det gar att bryta ut en
gemensam faktor.
p(x)=3x"-75 Vi bryter ut 5 fran bada termerna.
p(x)=3(x*-25)

| parentesen passar konjugatregeln.

p(x)=3(x’~5%)  Utifran regeln ar a=x och b=5.

Sattin detta i (a+b)(a—b)=a’-b".
p(x)=3(x+5)(x—5)

Svar: p(x)=3(x+5)(x—5)

Vi fortsatter med att undersdka nollstallena hos ett polynom som ar faktoriserad. Darefter ska vi koppla detta till hur nollstallena

har med faktorisering att gora.

Exempel 2) Bestam nollstallena till funktionens
p(x)=2(x—3)(x+2).
Losning: Vi soker p(x)=0.
2(x—3)(x+2)=0 Vianvander nollproduktsmetoden.
(x=3)=0 Ger x,=3.
(x+2)=0

Ger x,=—2.

Svar: x,=3 och x,=—2.

| exempel 2 ser vi att parenteserna ar direkt kopplade med
funktionens nollstallen. Detta kan vi anvanda oss av.

Om en funktions nollstallen gar att avgora "enkelt" da
funktionen ar faktoriserad kan man tanka sig att man kan gora
detta bakldanges. Det vill séga om vi kanner till en funktions
nollstallen kan vi avgora hur den ska faktoriseras.

Lagg aven marke till att nollstallet &r motsatt till vad som stér i
parentesen.

1) (x—3)=0 &r 3:an negativ och ger x,=3.
2) (x+2)=0 ar 2:an positiv och ger x,=—2.

Regeln &r f(x)=(x—a)(x—b)(x—c)... dar a, b, c... ar funktionens
nollstallen.



Exempel

3) Faktorisera foljande funktioner.

a) f(x)=x"~10x+9
b) g(x)=x*+8x*+12x

Losning:

a) | denna ser det ut som att andra kvadreringsregeln
fungerar men mellersta termen borde vara isafall —6x.

Vi anvander pg-formeln for att hitta nollstallena.
Satt f(x)=0.

X*~10x+9=0 p=—10 och g=9.
2
X = 7ﬂi ﬂ -9
2 2
=5+425-9
=544

Detta ger x,=9 och x,=1. Om vi tanker pa
faktoriseringen utifran exempel 2 ska parenteserna
vara motsatts, det vill sdga att ena ska vara

(x—9) och andra (x—1).

f(x)=x*—10x+9=(x—9)(x—1)

Svar: f(x)=(x—9)(x—1)

¢) Vi borjar med att bryta ut gemensamma faktorer
for att avgora sedan vad som behdver goras.
g(xX)=x+8x"+12x Bryt ut x frdn samtliga
termer.

Vi anvander pg-formeln
nollprodukts-
metoden.

g(X)=x(x"+8x+12)

x=0 Ger x,=0.

X*+8x+12=0  Anvand pg-formeln.

p=8 och g=12.

2
x:—§ L —-12
2 2

=—4+£16-12

=—4+2

Detta ger x,=—2 och x,=—6. Vi har aven x,=0.
Vi faktoriserar funktionen.

9(x)=(x—0)(x+2)(x-+6)=x(x+2)(x+6)

Svar: g(x)=x(x+2)(x+6)

Viavslutar med att hantera funktionen och dess graf med hjalp av dess nollstéllen.

Exempel 4) Ange ett polynom av grad 3 som beskriver grafen.

Lagg marke till att i exempel 5 har polynomet faktorn (x73)2.

y

1

Losning: Vi borjar med att ange polynomets
nollstallen.

x,=0, x,=3 och x,=4. Detta ger oss att polynomet i
faktoriserad form blir.

P(x)=x(x=3)(x-4)

Svar: p(x)= x(x—3)(x—4)

Denna faktor ger en dubbelrot vilket syns i grafen genom att
grafen traffar x-axeln och vander.

Motsatsen géller ocks4, ser vi att grafen visar en dubbelrot kan

vi avgora att en faktor bor vara (x—a)’.

Vi skriver ner relevanta regler som kan anvandas i uppgifterna

at hoger.

Exempel 5) Skissa grafen till funktionen h(x)=(x—3)*(x+1).

Losning: Vi borjar med att avgora funktionens
nollstallen. Satt h(x)=0.

(x=3)*(x+1)=0
(x—3)’=0
(x+1)=0 Ger x,=—1.

Vi markerar ut nollstallena och ritar sedan grafen.

y y

V<

VX<

f > f
[ 1 Il
Forsta kvadreringsregeln: (a+b)’=a’+2ab-+b”.

Andra kvadreringsregeln: (a—b)’=a’—2ab+b".

Konjugatregeln: (a+b)(a—b)=a"’-b".

2
Om x*4+px+q=0 géller att X:—%i [_] —q.

Ger x,,=3. Detta &r en dubbelrot.

15



Lektion 3: Uppgifter

U3

301

302

303

Uppvarmning
Los foljande uppgifter:
a)  Bestam nollstallet till funktionen f(x) =2x—6.

b)  Bestam nollstallena till funktionen
f(x)=2(x+1)(x=2).

c)  Bestdm nollstéllena till funktionen
f(x)=(x—4)(x+2).

d)  Bestam nollstallena till funktionen f(x) =x*—2x—8.

e)  Skriv funktionen i féregdende uppgift pd
faktoriserad form.

f)  Skriv funktionen f(x) =x’+4x+3 pa faktoriserad
form.

g) Rita grafen till foregdende uppgift.

h)  Ifiguren nedan ar en tredjegradsfunktion ritad.
Ange funktionens nollstallen.
y
1 X
1
Grundlaggande

Skriv foljande funktioner péa faktoriserad form:
a)  f(x)=x"+6x+5 b) g(x)=2x"-8

c)  h(x)=5x’-25x"

Bestam foljande funktioners nollstéllen och rita darefter
grafen:

a)  f(x)=x’-x b)  g(x)=x*+2x"—8x

| figuren nedan ar en tredjegradsfunktion ritad. Ange en
funktion som beskriver grafen nedan.

Ay
NI

304

305

306

307

308

309

310

311

312

Avancerat
Skriv om funktionen nedan pa faktoriserad form.

f(x) = (x+2)x—6(x+1)+1

Bestdm a sa att man kan bryta ut x* ur uttrycket

X=X x’4x+a

Bestam samtliga nollstallen till funktionen
f(x)=(x"—4)(x*+2x+1)

Rita ett exempel pa grafen till funktionen
f(x)=(x—a)*(x—2) om
a) a<0 by a>2

c) O<a<?

Fordjupning
Bestam samtliga reella nollstéllen till funktionen

f(x)=x° _4 , genom att bryta ut 1
X X

Bestam samtliga nollstallen till funktionen
f(x)=(x"—4)(x+3)—2(x*~4)

Rita alla mojliga grafer till funktionen
f(x)=(x—a)(x—2a)(x—3a) dar a &r ett reellt tal.

Betrakta funktionen f(x) = (x"+6x+3a)(x"+2ax+1).
a)  Faktorisera f(x) dd a=0.

b)  Forvilka a far funktionen fyra reella |6sningar?

Rita alla majliga grafer till funktionen y=(x—a)(x—b)’
dara, b>0.



Lektion 4: Rationella uttryck

Vihar fram till nu hanterat begreppet polynom. Vi har 6vat pd att identifiera ett polynom, bestdmma dess grad, faktorisera den
samt rita dess graf. | detta avsnitt ska vi hantera polynom i brak, det som kallas for ett rationellt uttryck.

Ett rationellt uttryck ar ett brak dar téljaren p(x) och namnaren g(x) &r bada polynom. Det vill sdga ——- ( ) dar g(x)=0.
q

(x)

Vihanterar ndgra exempel dar vi ska avgora vilka uttryck som ar rationella eller inte. Resterande uppgifter kommer att hantera
forenklingar av rationella uttryck. Till dessa kommer vi att behdva anvanda exempelvis faktoriseringsmetoder.

Exempel 1) Avgor om foljande uttryck ar rationella

3) x> +2x+3 X +/x
x?—1,2x x* 4 2x
. x2—0,5x°
x? 4 x7?
Losning:

a) Taljaren x*+2x+-3 &r ett polynom. Namnaren
x*—1,2x ar ett polynom. D& &r uttrycket rationellt.

Svar: Uttrycket ar rationellt.

Exempel 2) Forkorta rationella uttrycken sé langt som majligt.

2) x? —x x*—9
x> —1 x> +6x+9
2 2. .4 4.2
c)X 723X+2 d)6xy f?xy
X —4 3xy
Losning:

a) Vi faktoriserar téljaren genom att bryta ut x och
namnaren genom att anvanda konjugatregeln.

2
XZ_X Efter faktoriseringen forkortar vi
X =1 x—1 fran bade namnaren och
taljaren.
x(x—=1)
(x+7)(x=1)
X
X+1
Svar:
X+1

b) Téljaren faktoriseras med hjélp av konjugatregeln

och ndmnaren med hjalp av forsta kvadreringsregeln.

2
2)(_—9 Efter faktoriseringen forkortar vi
X" +6x+9 x+3 i téljaren med (x+3)%
(x+3)(x=3)
(x+ 3)2
x—3
X+3
Svar: X =2
X+3

b) Taljaren x ++/x &r inte ett polynom. D& kan man
redan avgora att uttrycket inte ar rationellt.

Svar: Uttrycket ar inte rationellt.
c) Téljaren x*—0,5x° &r ett polynom.
N&mnaren x*+x~2 &r inte ett polynom.

D4 ar uttrycket inte rationellt.

Svar: Uttrycket ar inte rationellt.

c) Vi faktoriserar téljaren med hjélp av att hitta
nollstallena med pg-formeln.

X*—3x+2 p:—3 och g=2.
:——i / _2 /___
4 4
3., Detta ger x,=1 och x,=2
=2%2 ger=roees

Vi faktoriserar téljaren och namnaren.

x> —3x+2
x> —4
(x=2)(x=1)
(x+2)(x-2)
X —1
X+2
Svar: il
X+2

d) Faktorisera taljaren genom att bryta ut gemensam
faktor.

6x2y" —Ox*y?
3xy?

3x2y? (2y2 = 3x2)

2

3xy

X (2 y? — 3X2>
Svar: 2xy*—3x*

17
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Exempel 3) Forenkla foljande uttryck sa langt som majligt.

a)l+ 1 b 2 1
X X+2 X—2 XxX+2
1 1 1

c)—— +*

x x+1 x*—x

Losning:

a) Vi forlanger bada braken med varandras namnare.

.
—+
X X+2

X+2+x
X(x+2)
2X+2
x? 4+ 2x
Svar 22x+2
X +2x
b)
2 1
X—2 X+2
(x+2)-2 (x=2)1

(x+2)(x=2) (x=2)(x+2)

2x+4—(x-2)
(x+2)(x-2)
2X+4—x+2
(x+2)(x—2)
X+6
(x+2)(x=2)
X+6
x?—4
Svar: XZ+6
X p—

Kommande exempel handlar om att forenkla ett uttryck som bestar av tvéa eller flera rationella uttryck.

¢) | denna uppgift ar det rimligt att forlanga braken till
minsta gemensamma namnare.

| de tva forsta delfrdgorna ser vi att némnaren inte gar
att faktorisera men i denna uppgift ser vi att den
tredje termen gar att faktorisera. Vi borjar med det.

x x+1 x*—x

1 1 1
+

1 1 1

x_x+1+x(x+1)(x—1)

Vi ser att den tredje termen innehdller faktorerna x
och x+1 som finns i de tva andra braken.

Detta innebér att denna term inte behover forlangas.
Och de andra tva termen behover endast forlangas
med de faktorer som "saknas".

(x+N(x=11  x(x=1)-1 1

(x+1)(x=1)x a X(x=N(x+1)  x(x+1)(x-1)

x2—1—(x2—x)+1

x(x+T)(x=1)

X

X(x+7)(x=1)

Svar:

x° =1



Lektion 4: Uppgifter

Uppvarmning

u4 Forkorta och forenkla foljande uttryck s& langt som

mojligt:
2
a) 2X+2 b) X +2x
2x 2x
x*—=9 X+3
c d —
) x+3 ) x* =9
2
o) 4x+2 H X +6x+5
2x+1 X+1
—x° X+1 2
g L= h X2
2xy 2x X
Grundlaggande
401 Forkorta foljande uttryck sa langt som majligt:
2 2 _
a) X+ X b) 2x 4
5x+5 X +4x+4
2 2,,3 4,3
o) X 4+2x—-8 d) 4x°y ;63x y
2x—4 6X°y

402 Forenkla foljande uttryck sé 1angt som mojligt:

1 1 1 X
a) —-— by —+
) X X+ ) Xx=1 x+1

403 Bestam ett heltalsvarde péa a sd att uttrycket nedan gar
att forkorta.

2X+a
X+2

404  Avgor vilka av foljande uttryck som ér rationella:

x°43x* =5+ x" x4 3
a) T2 | avs b)
X° 4 3x 5x +1
2 -
0) X z-1- \/; d) 3X—X
XX 3x+5
2X + X2 41
e —
4
Avancerat
405 Forkorta foljande uttryck:
2) 2x* +2x —24 X%y + yx’
4x* —8x—12 2(y2x+x2y>

406

407

408

409

410

411

412

413

414

Forenkla foljande uttryck:

3 1 1
X+2

X x(x+2)

Undersok om a=1 gor att likheten nedan stammer.

X +2x+a  x+1
x?—a X =1

Bestam for vilka heltalsvarden pa n som gor att uttryck-
et nedan blir rationellt.

x4 x°
n—x

Bestam ett heltalsvarde pa C sa att uttrycket nedan gar
att forkorta.

x*+2x*+C
X+2

Fordjupning
Forkorta foljande uttryck:

x*—x®
1—x*

a)
(o)
(x2 +2xy + yz)(xz —2xy +y2)

Forenkla foljande uttryck:

2 n 2
x> =1 XxX*42x+1

Ge ett exempel pa polynomet f(x) sa att f(x)-g(x) blir ett
X 24X

rationellt uttryck om g(x) =

Forkorta uttrycket Xtay
y+ax

om

a) a=1 b)

Bestam alla heltalsvarden péa a sé att uttrycket nedan
gar att forkorta.

x> —x+2a
x®—2x? —3x
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